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Pojam tehnoekonomske optimizacije

U osnovi pojma i opsteg znacenja optimizacije sadrzana je metodologija pomocu
koje se odreduje neki najpovoljniji rezultat ili reSenje za odredene uslove.
Posebni deo teorije optimizacije, primenjene u proizvodnom masinstvu i tehnici
uopste, Cini tehnoekonomska optimizacija.

Pojam tehnoekonomska optimizacija baziran je na Cinjenici da je iznalazenje
najpovoljnijih resenja zasnovano na grupi tehni€kih i ekonomskih kriterijuma.

Medu osnovne pojmove tehnoekonomske optimizacije spadaju:

* ciljevi, OBJEKAT|

* objekti,

. metoqe | CILJ OPTIMIZACIJA METODE
e uslovi

pri kojima se optimizira dati objekat _|/\|_
USLOVI

Cil] optimizacije se iskazuje preko kriterijjuma optimizacije, odnosno funkcije
optimizacije ili funkcije cilja, a metodom optimizacije se ostvaruje postavljeni
cilj optimizacije na posmatranom objektu.

Objekata optimizacije ima mnogo, i po broju i po raznovrsnosti. Tako u masinskoj
tehnici kao objekat optimizacije moze biti: neki od procesa kao sto su obradni,
tehnoloski, proizvodni, termodinamicki, strujni i sl., neki tehnicki sistem kao Sto je
masina, uredaj, saobracajno sredstvo, instalacija, postrojenje, proizvod,
inzenjerska | uopste ljudska delatnost u nekom vremenskom domenu kao na
primer projektovanje, konstruisanje, istrazivanje, upravljanje, organizovanje itd.



Pojam tehnoekonomske optimizacije

Objekti optimizacije (na €emu se vrsi optimizacija/sta se optimizira):
*Procesi (obradni, tehnoloski, hidrauli¢ki, termodinamicki, ....)
*Tehnicki sistem (masina, proizvod, uredaj, postrojenje, ....)

‘Inzenjer. delatnost (projektovanje, konstruisanje, upravljanje, organizovanje,..)

Cilj optimizacije=

Funkcija cilja !OBJEKAT!
. vreme
(proizvodnost) Metode optimizacije:
* troSkovi CILJ OPTIMIZACIJA METODE *Analiticke
(ekonomicnost) ‘Eksperimentalne

- stepen iskoriséenja

® kvalitet i USLOVI i

* dobit

* profit Uslovi optimizacije mogu biti:

REEERNTE -Stohasticki (sa uticajem spoljasnje sredine)
ax Deterministi¢ki (bez uticaja spoljasnje sredine)

MIN



Znacaj optimizacije u inzenjerskom projektovanju

Veliki 1 raznovrsni broj objekata optimizacije u tehnici odreduje Sirinu I znacaj
optimizacije. Skoro da nema tehniCke nauke, niti inZenjerske delatnosti, gde se
ne koriste, u punoj meri, principi i metode optimizacije:

* Projektovanje sistema, njihovih struktura i komponenata,

» Analiza | unapredenje funkcionisanja postojecih sistema,

« Optimalno upravljanje proizvodnim tehnikama i tehnologijama,
* Inzenjerske analize i obrada informacija |

 Upravljanje dinamiCkim sistemima.

Prva oblast je vrlo Siroka, jer koris¢enje optimizacije u ovoj oblasti pocCinje od
projektovanja i konstruisanja strukturnih elemenata | jedinica sistema, a
zavrSava se konstruisanjem i razradom projekata proizvoda i fabrike u celini.

Druga oblast se odnosi na postojecCe sisteme, gde se prvo vrSi analiza rada
sistema kroz dekompoziciju na sastavne elemente (podsisteme, aktivnosti itd.),
a potom se primenom metoda optimizacije unapreduje funkcionisanje sastavnih
elemenata, kao i sistema u celini.

Trec¢a oblast je vrlo znaCajna za proizvodno masinstvo, jer se u okviru nje vrsi
optimizacija i optimalno upravljanje proizvodnjom-tehnoekonomska optimizacija
obradnih, tehnoloskih | proizvodnih procesa.



Znacaj optimizacije u inzenjerskom projektovanju

Pri projektovanju novih, a takode i pri
analizi funkcionisanja postojecih
sistema, optimizacija predstavlja jednu od
kljucnin etapa u procesu formiranja
optimalnog projekta novog sistema ili
definisanja optimalnih resenja i uslova
funkcionisanja datog sistema. Ovaj proces
Cine Cetiri osnovne etape:

 Projektovanje strukture sistema,

« Postavljanje modela sistema,

» Optimizacija parametara modela sistema |
» Analiza dobijenih reSenja.

INZENJERSKO

PROJEKTOVANJE

DEFINISANJE CILJEVA,
UTVRDIVANJE GRANICE RESURSA

é

FORMULISANJE
ZADATAKA

A

}

POSTAVLJANJE
MODELA

|

ANALIZE

RESENJA

/

OPTIMIZACIJA

PRORACUNI

Etape inzenjerskog projektovanja



ETAPE
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Osnovne etape optimizacije

STRATEGIJA OPTIMIZACIJE

T

Definisanje
optimizacionog zadatka

'

Izbor
kriterijuma optimizacije

!

Postavljanje matematickog
modela optimizacije

'

Izbor
metoda optimizacije

!

Definisanje
algoritma

!

Sastavljanje
programa

!

Realizacija
programa

'

Korekcija optimizacionog
zadatka i algoritma

!

Interpretacija
optimizacionog resenja

'

Provera i primena
optimizacionog resenja

T

Etape optimizacije

Metodologija optimizacije se sastoji od 10 etapa,
koje se mogu prikazati kroz 6 faza:

\/
0’0

Definisanje optimizacionog zadatka - formulacija
problema (Sta je objekat optimizacije — npr.
masina, proizvod)

|zbor kriterijuma optimizacije-funkcije cilja (npr.
najmanji troskovi izrade)

Postavka matematiCkog modela koji
reprezentuje realni sistem (postavka funkcija
stanja, funkcija ograniCenja i funkcije/a cilja)
Izbor i primena metode optimizacije, izbor
algoritma i programa za racunar (eventualno
modifikacija ili razvoj nove metode, razrada
algoritma ili izrada programa za racunar),
Testiranje modela i interpretacija dobijenih
resenja i

Implementacija dobijenog optimalnog resSenja na
postavljeni objekat optimizacije.



Osnovne etape optimizacije

Proces optimizacije, koji se temelji na korisCenju matematickog modela
objekta, odnosno matematickog modela optimizacije nekog objekta, moze se
posmatrati kao metod pronalazenja optimalnog resenja za dati realni objekat vrlo
cesto bez neposrednog eksperimentisanja, odnosno eksperimentalnog
ISpitivanja na tom objektu.

Pri tome, i matemati€ki model objekta i matemati€ki model optimizacije
objekta, moraju biti dovoljno pouzdani, tj. adekvatni. To znacCi da oni, iako se
svakim modelom iskazuje priblizna predstava nekog objekta, jer se manje vazne
Il nevazne karakteristike objekta ispuStaju iz modela, moraju da odraze
najvaznije karakteristike datog realnog objekta.

REALNI Formiranje
OBJEKAT modela = MODEL
! -
+ ) Metod optimizacije
I -
gEP,Imlél\é . Interpretacija | OPTIMUM
MODELA optimalnog resenjal MODELA

Optimizacija realnog objekta preko modela

Formiranje matematiCckog modela datog objekta predstavija skoro redovno
najtezu etapu procesa optimizacija.



Karakteristicni oblici optimizacionih zadataka

Osnovni cilj svakog optimizacionog zadatka, kako je vec istaknuto,
podrazumeva odredivanje uslova pri kojima funkcija optimizacije F. ima
minimalnu ili maksimalnu vrednost, poznatu kao optimalno resenje.

Pri tome se mogu pojaviti dva osnovna oblika optimizacionog zadatka:

1. Prvi se odnosi na slucajeve kada funkcija optimizacije F_ima

Globalni optimum x* | maksimalna vrednost funkcije

alobalni i/ili lokalni ekstrem. keterijuma maxF{X)

F A e
C Xin
(0] o
A
Fes | A .
| O S
| : Raster” 3 =
> S
| w
| »
K Globalni optimum x*
FC 02 i minimalna vrednost SN i Jedan lokalni
2 I funkdje kriterijuma X1\ optimum
| | minF(X)
I -
| : 4 globalni
I I . Maksimum
| I lokalni
1 .
O I\ o maksimum

Oblici optimizacionih zadataka kod kojih

fu

nkcija optimizacije ima globalni ekstrem

lokalni

globalni %
S minimum

minimum



Karakteristicni oblici optimizacionih zadataka

Drugi kada je optimalno reSenje unutar ili izvan oblasti dopustenih reSenja

Bez obzira da li se ekstremna vrednost funkcije optimizacije nalazi u beskonacnosti, ili
u realnoj blizini izvan oblasti dopustenih resenja, optimalnim resenjem proglasavaju
se vrednosti funkcija F, u taCckama K, odnosno K..

Fe A Fe A

Oblici optimizacionih zadataka kod kojih je optimalno resenje izvan oblasti dopustenih reSenja



Osnovni objekti optimizacije u masinstvu

U osnovne objekte optimizacije u masinstvu spadaju
tehnoloski procesi izrade proizvoda, proizvodi,
odnosno konstrukcije proizvoda i njihovih elementa,
sistemi projektovanja proizvoda i tehnoloskih

procesa njihove izrade i montaze | organizacija,

odnosno upravljanje proizvodnjom.
OSNOVNI OBJEKTI

Tehnoloski procesi izrade proizvoda, kao objekti = OPTIMIZACIJE
optimizacije, karakterisu se varijantnos¢u resenja |\ S WAL RSN 5
najcesce u svim fazama. AN S
\ N <
\ \,
{__]_ @ \\\\ \/\/ &(X
\\\ // Up e
_____ = v RAVLIAN
|
) ROSEOSEOO) X121t
Osnovni objekti optimizacije u masinstvu

AN

Varijantnost tehnoloSkog procesa
izrade proizvoda

Za izradu odredenog proizvoda moguce je, u opstem slucaju, izabrati razliCite vrste
pripremaka, kao 1 razliCita resenja redosleda, vrsta | sadrzaja operacija, koje
predstavljaju évorove tehnoloskog grafa.

Optimizacioni zadatak za ovakve objekte optimizacije svodi se na odredivanje one
varijante tehnoloskog procesa izrade koja obezbeduje zahtevani tehnicki kvalitet
prema dokumentaciji i optimalne vrednosti i drugih funkcija optimizacije kao Sto su
proizvodnost, ekonomic¢nost, profit i dobit.



Osnovni objekti optimizacije u masinstvu

Optimizacija konstrukcionih resenja proizvoda, kao objekata optimizacije
podrazumeva reSavanje kompleksnog zadatka sadrzanog u kvantitativhoj |
kvalitativhoj tehnologiCnosti.

Ako se, na primer, kod sklopa glavnog vretana postavi kao glavni eksploatacijski
zahtev najpovoljnua slika dinamiCkog ponasanja, onda se to postize odgovarajucim
konstrukcionim oblicima vretena, odnosno rasporedom masa i izborom
najpovoljnijeg nacina ulezistenja. Pri postizanju ovako postaviljenog cilja moze se
pojaviti neophodnost odredenih kompromisa u pogledu drugih zahteva
konstrukcionih reSenja koja su sadrzana u kvantitativnhoj i kvalitativnoj
tehnologicnosti.

AN NN N N RN
35 s,

& DU NN i peme——— %’
= 77 s
SENNANN NN ~ _><_
© _ "Tandem-O" "o "X
3| B _g..H .............. m .
| <>|><| «
800 "0 on dist." "X on dist." “Tandem"

Sklop glavnog vretena kao objekat optimizacije



Osnovni objekti optimizacije u masinstvu

U sistemima projektovanja proizvoda danas su u primeni savremeni prilazi
zasnovani na koriS¢enju raCunara, koji obezbeduju najveCe efekte procesa
projektovanja. Tako, na primer, sistem projektovanja proizvoda koji je zasnovan na
modularnom konceptu, osim visokih efekata u procesu proizvodnje, fleksibilnosti
prema zahtevima trziSta i drugih efekata obezbeduje najveci doprinos ukupnom
optimalnom sistemu projektovanja proizvoda, posebno uz primenu racunara.

Primer ELB koncepta modularnog projektovanja brusilica



Osnovni objekti optimizacije u masinstvu

U sistemima projektovanja tehnoloskih procesa izrade proizvoda danas su
takode, prisutni savremeni nacini projektovanja zasnovani na primeni racunara |
odgovarajumh programskih sistema.

Ako je na primer, sistem projektovanja tehnoloskih procesa obrade zasnovan na
konceptu grupne ili tipske tehnologije, onda se umesto projektovanja tehnoloskih
procesa izrade za sve delove moze projektovati samo jedan standardni
(grupni/tipski) tehnoloski proces za kompleksni deo, Cijim se tehnolosSkim
procesom obezbeduju tehnoloski procesi izrade svih delova iz posmatrane grupe.
Time se, naravno, proces projektovanja znacajno racionalizuje.

(" 4 7z Primenom koncepta grupne

J ' tehnologije znacCajno se racionalizuju

sistemi projektovanja proizvoda i

" | sistemi organizacije  procesa
proizvodnja.

=

|
l
]
|
|
|
|
|
|
i
|
LK

KOMPLEKSNI DEO

Primer racionalizacije projektovanja tehnoloskih procesa
obrade na principima grupne tehnologije



Osnovni modeli objekata optimizacije

Modeliranje predstavlja jedan od metoda naucCnog istrazivanja mnogih
objekata u tehnici i nauci. U osnovi modeliranja sadrzan je pojam modela, pa
se stoga modeliranje definiSe kao proces formiranja modela datog objekta.
Navode se ovih pet najceScih ciljeva modeliranja:

- Analiza i potpunije proucavanje objekata kako bi se dobila, pomocu
modela, dovoljno pouzdana znanja i nove zakonitosti o prou¢avanom objektu,

* Provera postavljenih hipoteza o zakonitostima i mehanizmima unutrasSnjih
interdejstava u datom objektu,

* Programiranje ili predvidanje stanja i ponasanja objekta,
» Optimizacija raznovrsnih objekata u proizvodnom masinstvu i tehnici uopste
» Upravljanje datim objektom u prostoru i vremenu.

Model nekog objekta moze se definisati, u opStem slu€aju, kao izvesni skup
organizovanih informacija koje daju odredenu predstavu o tom objektu.
Objekat se u ovom slu€aju zove realni objekat ili objekat modeliranja. Modeli
se najCesce dele na misaone, fizicke i matematicke.

Pod misaonim modelom podrazumeva se odredena predstava o realnom
objektu u ¢éovekovoj svesti, nastala u gnoseoloSkom, odnosno spoznajnom

procesu. Ova spoznaja treba da sadrzi sustinske informacije o realnom
objektu.



Osnovni modeli objekata optimizacije

Fizickim ili materijalnim modelom zove se onaj specijalno izradeni objekat, slican
ili srazmeran realnom objektu, ali obiCno manjih dimenzija, radi proucavanja i
upravljanja realnim objektom. Na ovom modelu se relativno lako i sa znatno manjim
troSkovima organizuju i izvode eksperimentalna istrazivanja i merenja u odnosu na
realni objekat. Pri tome su procesi u fizickom modelu identicni po svojoj fizickoj
prirodi onim u realnom objektu.

Pored znacajnih osobina i prednosti fizickog modela u spoznaji nekog realnog
objekta, ne smeju se izgubiti iz vida | odredene njegove mane. Najznacajnija je ona
koja se odnosi i na mogucnost pojave takvih osobina u fizickom modelu kojih nema
u realnom objektu. Ova pojava je posledica, pored ostalog, razlike u geometrijskim
merama izmedu fiziCkog modela i realnog objekta.

Matematicki model, za razliku od fizickog koji zadrzava fiziCku prirodu realnog
objekta, prikazuje se matematickom apstrakcijom. Pa ipak, ovaj apstraktni oblik
iskazuje sustinske fizicke, geometrijske, tehnoloske, ekonomske ili bilo koje
druge karakteristike realnog objekta. e Analiticke metfde

« Kombinovane metode.

Analiticke metode - postoji matematiCki model optimizacije, poznati su mehanizmi i
zakonitosti unutar objekta optimizacije.

Eksperimentalne metode — nije poznat matematicki model, optimum se odreduje
direktnim eksperimentalnim istrazivanjem.



Metode tehnoekonomske optimizacije

Raznovrsno mnostvo metoda optimizacije objekata moze se razvrstati, u pojedine
grupe, na osnovu odredenih kriterjuma. Metode optimizacije koje su predmet
izuCavanja, svrstane su u grupe analiti€kih i eksperimentalnih metoda.

Analiticke metode optimizacije

Glavno obelezje analitickin metoda sastoji se u tome da je matematicki model
optimizacije datog objekta poznat ili da se moze postaviti buduc¢i da su
zakonitosti i pojave unutar objekta potpuno poznate.

Gradijentna metoda

U grupu najcesce koris¢enih metoda u optimizaciji raznovrsnih objekata, kao sto
Su procesi | sistemi, spada gradijentha metoda. Razlog za to su njene osnovne
osobine:

* Univerzalnost, tj. mogucnost metode da se pomocu nje optimiziraju i linearne i
nelinearne funkcue optimizacije, bez ograniCenja 1 sa ogranicenjima, sa
linearnim i nelinearnim ogranicenjima, dakle, da se rese optimizacioni zadaci sa
najopStijim modelom optimizacije.

- Efikasnost i relativna jednostavnost procedure reSavanja | najsloZenijih
optimizacionih zadataka.

« Razvijeni algoritmi, odnosno procedure metode orijentisani su na upotrebi
racunara.



Gradijentna metoda

U osnovi gradijentne metode sadrzan je princip pretrazivanja i priblizavanja
pa se ova metoda moze, u metodoloskom smislu, oznacCiti kao metoda
pretrazivanja. Ona inaCe pripada, kako je ranije naglaseno, grupi numerickih
metoda optimizacije.

Sustina metode | njene procedure sastoji se u iterativnom priblizavanju
optimumu M, po gradijentnoj trajektoriji. Ova trajektorija je, kao Sto |e
poznato, upravna na ekvidistantne linije nivoa u konturnom dijagramu funkcije
F.. U njenim tackama se postize najveCa promena vrednosti (najveci porast
odnosno pad ili najbrzi rast odnosno opadanje) funkcije optimizacije F..
X, A Sadrzaj pojedinin  sukcesivnih koraka u
algoritmu gradijentne metode optimizacije
obuhvata:

1.1zbor pocetne tacke M =M, (x,), Cije su

koordinate _
= (X105 Xo1, Xgq 100y Xg1)

Ukoliko su uz funkciju optimizacije F, data
odredena ograniCenja, tada je potrebno da se
izvrSi provera da Ili koordinate taCke M,

0
= > zadovoljavaju sistem datih ogranicenja.
1

Postepeno priblizavanje optimumu  2./1zracunavanje vrednosti F. u tacki M, 1.

M, funkcije optimizacije F, pomocu E —
gradijentne metode cl — cl(Xll’ Xo1) Kagseees Xkl)




Gradijentna metoda

oF, oF, oF, 8FC)
Ox X, OX3  OX,

ok, ok, OF, OF,4

Ox  OXy Xy OX, )

3.0dredivanje gradijenta gradF, =VF, =(

funkcije optimizacije F, u tacki M;  gradF, =VF, =(

4.0dredivanje velicine koraka A% =, gradF,

po gradijentnoj liniji od tacke M;=M, do M,. VeliCina koraka zavisi od veliCine
promene, odnosno oblika povrSine F, u oﬁolini pocCetne taCke M,. Pri suviSe
velikom koraku moze se znatno odstupiti od gradijentne linije, pa Cak | prekoragiti
optimum objekta, ali ako je korak izuzetno mali bice duza i sporija iterativha
procedura priblizavanja optimumu.

5. Posto je izabran korak, odreduju se zatim koordinate nove tacke M,(x,)
%, A X2 = (Xp0s Xons Xapseens Xip ) = X1 + A gradF,

6. Proverava se da li koordinate tacke M,

: . zadovoljavaju sistem datih ogranicenja.
VFes \ Ogranicenje

9i v .
Gradijentna 7.Izracunava se vrednost funkcije
¢/, linia optimizacije F,, u tacki M., ;.

Foo = R (X0 Xo01 Xap 5000 X2)

. 8.Uporedivanje vrednosti F_, i F_,
o -~ funkcije optimizacije u taCkama M, i M,.

Jedna praktiéna gradijentna procedura 9.Ponavlja se opisana procedura za
iterativnog priblizavanja optimumu objekta tacku M, u tacki M,,.




Gradijentna metoda

......

optimizacije F..

Smatra se da je iterativha procedura gradijentnog metoda okoncCana, tj., neka
taCka iz dopuStenog domena bice optimalna: ako modul gradijenta grad F «(x) u
ovoj, optimalnoj tacki ima malu vrednost Sto znaCi da su komponente vektora
gradF.(x) vrlo bliske ili skoro jednake nuli, dakle,

OF, o
~0, i=1Kk,
OX: !

ili ako se ova taCka nalazi na granici dopustene oblasti (u ovoj tacki ne moraju
tada biti komponente gradijenta gradF_ bliske nuli).

Kao sto se iz izlozene procedure vidi, izbor pocetne tacke, izbor pravca
kretanja i izbor koraka na pravcu kretanja ka optimumu predstavlja tri kljuéna
elementa gradijentnog metoda optimizacije.



Primer: Primena gradijentne metode

Odrediti minimum funkcije cilja: X3 4X1 +3X; < 24

F, = X{ + X5 — 6X; —4X, + 18 N\
pri slede¢im ograniCenjima: _/
X12 > 5X1 + XZZ <6
4X1 + 3X2 < 24

X, >0 X; =0
X, >0 1
nule funkcija su:
X:—-5X,+X5<6 4X, + 3X, < 24
Nule funkcije: Nule funkcije:
X1=O;X2=\/€=2,45 X1=0-X,=8
X, =0; X2 -5X, <6, X,=0->X,=6

Xl =—-1 X12:6

1



Korak 1. Izbor pocCetne tacke M,

U dopusStenoj oblasti datoj na dijagramu, biramo proizvoljnu tacku M,(1,5; 3)

X2 4X; + 3X, < 24 M (Xl:l,5; X2:3)
X2 —-5X,+X%2<6 . : :
20l 7 .m O T Tadka M, pripada dopustenoj oblasti

/ jer zadovoljava data ograniCenja
| (1,5)2—5-1,5+3%2=375<6
4-15+4+3:-3=15< 24
i | 1,5>0
“I 3>0
x>0 5\X1

Korak 2. IzraCunavanje vrednosti F. u tacki M,

F.=X?+X%—-6X, —4X, + 18

Fc(M1) = (1,5)2+32—-6-15—4-3 + 18 = 8,25



Korak 3. Odredivanje gradijenta u tacki M,

grad F. = VE,. =

0X, 0X,
grad F, = (2X; — 6;2X, —4) = (-3;2)
Xl — 1,5 XZ =3

Ovde vidimo da u tacki M; nije minimum jer je VF.# 0

Korak 4. Odredivanje veliCine koraka
A)Tl) = Ay - grad F;,
M, =)Tz)=)71)_/11 -grad F.,
My =X, = [1,5 — 21 (2X; — 6);3 = ,(2X, — 4]
M,=X,=[15-2,(2-1,5-6);3—1,(2-3—4)]
M, = AX, = (1,5 + 314;3 — 21)

<6(X12 + X2 —6X; —4X, +18) 0(X? + X2 —6X, —4X, + 18)

)



Fex,y = F(X1 — A grad F.)
Fex,y) = (154322 + (3—221)% — 6(1,5 + 34) —4(3 — 21,) + 18
Fex,) =225+ 94 +925 +9 — 124, + 445 —9 —181; — 12 + 84, + 18
Fex,) = 1325 — 134, +8,

Vrednost parametra 4, odreduje se iz ekstremuma funkcije F(x,)

OF c(x,) _ 0L 0(137F — 134, +8,25) _ )

FYR FYR
261, — 13 =0
Ay = B _ o5

26

Sada mozemo odrediti koordinate taCke M,:

M,=X,=(15+3-053—2-0,5)
M, = X, = (3;2)



Korak 5. Provera ograniCenja za taCku M,

33-5.3422=-2=-2<6
4-3+3-2=18<24
3>0
2>0

X, 4%, + 3X, < 24

N(lz—SX1+X22S6

| | | |

| | | [ I !\
1 2 4 5 6

X, =0 Xq

Tacka M, pada u oblast ogranicenja



Korak 6. IzraCunavanje vrednosti funkcije cilja F. u tacki M,:
F.=32+22-6-3—4-2+18=5
F., <F., tj 5<8,25

Korak 7. Odredivanje gradijenta u tacki M,:
0(X{ + X5 —6X, —4X, +18) 9(X{ + X% —6X, —4X, + 18)
grad F;, = X ; X
1 2

grad F,, = (2X, — 6;2X, —4) = (23— 6;2-2 — 4) = (0; 0)

Dakle mozemo no osnovu dobijenih rezultata zakljuciti da je minimum

OF;,
X, 0
Vrednost F. u taCcki minimuma iznosi F. = 5 i to je najniza vrednost u
dozvoljenoj radnoj oblasti.

F. u tacki M, jer je



Gradijentna metoda

Pri unutrasnjoj optimizaciji obradnih procesa, odnosno odredivanju optimalnih
rezima obrade, na bazi troskova i vremena obrade kao funkcija optimizacije,
pogodno je primeniti gradijentni iterativni metod.

Ove funkcije optimizacije mogu se prikazati izrazom opsteg oblika:
F. =F.(v,s,9,¢,C,,...,C,...,C,)

Ulazne velicine obuhvataju grupu promenljivih i konstantnih veliCina. Prvu grupu
Cine brzina rezanja v, pomak s i dubina rezanja 4, a drugu veliCine
CHCH,C,, . . ., Cy-

Oblik finkcije: a) troSkova U, b) vremena obrade t, i

c) oblast dopustenih reSenja u ravni (v,s)
b) C) v A
vreme
t obrade v T
maxfp = F ’o
Ci
C
R
Me .
Vmink -
min | P S
| |
H]/ Smin Smax E

Odredivanje optimalnih rezima obrade na bazi funkcije optimizacije, vrsi se tako Sto
se gradijentni metod primenjuje u svim ravnima (v,s) omedenim parametrima i
funkcijama ograni€enja obradnog procesa, a broj ovih ravni, odnosno iteracija,
odreduje broj tehnoloskih vrednosti dubina rezanja.



Prema tome, primena gradijentnog iterativnog metoda za reSavanje ovog
optimizacionog zadatka zahteva slededu proceduru:

1. Definisanje skupa tehnoloskih vrednosti dubina rezanja:
5 =100, 8prees 81y 5,y |
2. Definise se skup ogranic¢enja za pomak, pri s=const

Smin <S < Smax

3. Odredivanje optimalne brzine rezanja vo1 u tacki M1 na osnovu formule,
slika 2c u kojoj je s1=smax, pri posmatranoj dubini rezanja, d=const, odnosno:

).~
OV )s=s;

d;=const

4. Provera ograni¢enja za brzinu rezanja i slozenih ograni¢enja pri d=const,
s=s1.:
Vmin < V01 < Vmax

F; <0



5. Izracunavanje vrednosti funkcije u tacki M1, gde su: v=Vo1, S1=Smax,
o=const.

F.=F.(v,s,9)

6. Usvajanje prvog manjeg pomaka:
S, =S, —AS

7. Procedura se nastavlja (od tacke 3-6) sve dok se ne zadovolji uslov
dobijanja optimalne vrednosti funkcije cilja (min vreme, min troskovi, itd.)

FCi1 <F., < FCi+1

lterativnim ponavljanjem izlozene procedure za sve tehnoloske vrednosti
dubina rezanja odredice se najmanja vrednost funkcije, a samim tim |
optimalna tacka reZima obrade posmatranog obradnog procesa, kao objekta
optimizacije.



Simpleksna metoda

Sliéno gradijentnoj metodi, i simpleksna metoda se odlikuje:

* Univerzalnoscu primene, bez obzira na oblik modela optimizacije,
» Jednostavnoscu iterativne procedure,

» Mogucnoscu reSavanja vrlo slozenih optimizacionih zadataka,

* OrijentisanoScu simpleksne procedure na racunare, itd.

Neki iterativni koraci u simpleksnoj proceduri nesto su laksi, jednostavniji u
operativnom smislu (u odnosu na gradijentnu proceduru), Jer je u simpleksnom
metodu iskljucena potreba za izracunavanjem parcijalnih izvoda date funkcije
optimizacije F, Sto je veoma znacajno narocito kada je model optimizacije odnosno
topologija funkcue optimizacije relativno slozen.

Simpleksna metoda se, s obzirom na Sirinu primene, vrlo uspesno koristi u obe
grupe optimizacionih metodologija, tj. i kao metod eksperimentalne (adaptivne)
optimizacije i kao analiticki metod optimizacije. Razlika je samo u tome sto se
vrednosti funkcije optimizacije F, odreduju u jednoj metodologiji merenjem, dakle,
eksperimentalnim putem na objektu optimizacije, a u drugoj izraCunavanjem iz

matematiCkog izraza funkcije optimizacije. x4
INONOINININ/N

A D

Oblici pravilnih simpleksa

Trajektorija
1 pomeranja
10 ¥ 1) ﬁimple_ks-planova
AR a optimumu
\ NN, dvofaktornog
procesa




Gaus-Zajdelova metoda

U Gaus-Zajdelovoj metodi ili, kako se jos naziva, metoda uzastopnih promena
ulaznih veliCina menja se, polazeC| od neke polazne tacke M ,=M,, sukcesivno, jedna
za drugom, svaka nezavisno promenljiva veliCina, sve dotle (ﬁok Se u pravcu te
promenljive veliCine ne dostigne ekstrem date funkcije optimizacije, tj. do tacke M..

F.,=const

Zaustavljanje procedure
uzastopnih promena
ulaznih veli¢ina (za slucaj
dvodlmen2|onalne funkcije
F.) na granici F; (a) i
H grebenu H funkcue F. (b)

of . ol X
Zatim se, pocevsi od tacke M,, menja, na isti nacin, naredna promenljiva veliCina, a
posle nje i ostale, sve do tacke optimuma funkcije F Pri promeni jedne, ostale

promenljive veligine zadrzavaju stalnu vrednost. “Redosled uzastopnih promena
nezavisnih veliCina potpuno je proizvoljan.

TacCka ekstrema funkcije optimizacije F, pri promeni neke veliCine x; odreduje se
relativno lako pomocu poznatih postupaka iz matematiCke analize.

Metoda se odlikuje krajnjom jednostavnoscu iterativne procedure i odsustvom
racunanja parcijalnih izvoda. Mana metode je, medutim, u njenoj relativno dugoj
proceduri i u znacajnim teSko¢ama odredivanja optlmuma funkcije F. pri nailasku
na ogranicenja F, ili na ostri greben H funkcije F,, a takode i u otkrlvanju nekog od
lokalnih ekstrema zavisno od polozaja pocCetne tacke umesto globalnog ekstrema.



Metoda relaksacije

Za razliku od Gaus-Zajdelove metode, u metodi relaksacije procedura kretanja ka
optimumu zapocinje iz neke pocCetne tacke M,, ne u pravcu proizvoljno uzete ose
veC U pravcu one ose za koju je promena (porast, opadanje) date funkcije

optimizacije F, najveca.

Taj osni pravac ili pravac kretanja odreduje se tako sto se u pocCetnoj tacki
izraCunavaju vrednosti parcijalnih izvoda funkcije F_ po svim nezavisno

promenljivim veliCinama.

x, A

2

F.;=const

Dalji tok procedure odvija se tako Sto se u narednim
koracima (u taCckama M,, M5, M,,...,M,) ponavljaju
operacije izvedene u prvom koraku (tacka M,).
Procedura se smatra zavrSenom (Sto znaci da je
odredena taCka optimuma M) ako, pri kretanju iz
tacke M, po bilo kom osnom pravcu, ne nastupa
bitha promena vrednosti funkcije optimizacije F..
Ovaj kriterijum se prakticno izrazava uslovom:

Kada 6—0 tada su parcijalni izvodiu k 2
taCki nagomilavanja, odnosno tacki oF,
optimuma, kojoj inaCe konvergira 2 <90
procedura ovog metoda, jednaki nuli ; _1 X

sto predstavlja poznati potrebm US|O\)

: za ekstrem funkcije optimizacije
"F..

Relaksaciona metoda, kao i Gaus-Zajdelova, vrlo je jednostavna, lako se

programira i automatizuje njena procedura. Pri tome je njena procedura nesto
kraca. Ima iste mane kao i Gaus-Zajdelova metoda.



Metoda skeniranja

Ova metoda naziva se jos i metoda potpunog pretrazivanja, a karakteriSe se
pretrazivanjem vrednosti funkcije optimizacije F, u taCkama dopustene oblasti, u
kojoj ili na Cijoj se granici nalazi optimum funkcue F..

Sto j je gustina tacaka, u kojima se ispituje vrednost funkcije F. u dopustenoj oblasti
D, veéa, odnosno §to je korak skeniranja manji, bice viSa tacnost pretrazivanja,
veca S|gurnost da se u skupu lokalnih, bezuslovnih ili uslovnih, otkrije globalni
ekstrem i obratno.

Ali pri ovome treba imati u vidu to da veliki broj tacaka, odnosno obimni skup
racunskih operacija, koji raste sa smanjenjem koraka skenlranja | povecanjem broja
ulaznih veliCina, umanjuje se prakti¢ni zna¢aj metoda, narocito kada je broj
ulaznih varijabli relativno velik.

Zato se ova metoda praktiCno vrlo uspesno koristi za identifikovanje optimuma
funkcije F., bez obzira na njen oblik i tipove funkcija ograniCenja, samo u onim
slucajewma kada je relativno mala dimenzionalnost objekta odnosno modela
optimizacije, tj. kada broj ulaznih veliina nije veci od dve-tri.

Metoda se moze kombinovati sa nekom drugom metodom i to tako Sto se
pomocu nje priblizno identifikuje uza oblast globalnog ekstrema, odnosno optimuma,
a zatim se drugom, na primer, gradijentnom mefodom utvrdi tacka oEtimuma sa
Zeljenom ta¢noséu. X2

Metode skeniranja se dele premavrsti
plana pretrazivanja optimuma u dopustenoj
oblasti. Kako plan moze biti u obliku mreze,
spirale, sa stalnim ili promenljivim korakom
Ax; itd., to se ove metode dele na metode 7
skenlranja po mrezi, metode skeniranja
po spirali, metode skenlranja sa stalnim ili—y
promenljivim korakom, itd.




Metoda skeniranja

Metoda skeniranja po spirali je pogodna samo za slucaj dvodimenzionalnih funkcija
optimizacije F_=F.(X;,X,).

Metodologija skeniranja sa promenljivim korakom odvija se najcesce, 1ako sto se, u
prvoj fazi, identifikuje uza oblast D, oko optimuma primenom procedure sa
konstantnim i relativno velikim korakom AX ;. p

Zatim se, u drugoj fazi, pretrazuje i odreduje optimum sa
potrebnom tacnosc¢u korlscenjem manjeg koraka
AX,<AXy;, dakle, gusceg rasporeda tacaka u
lokalizovanoj oblasti D,, oko optimuma M,,. X1

U tacki Mg funkcija F. imala je ekstremnu vrednost
najvecu i najmanju U odnosu na ostale tacke, utvrdenu
u prvoj fazi.

Pored jednostavnosti procedure i odredene
sigurnosti identifikacije globalnog ekstrema,
metoda skeniranja poseduje jos jedno

prakticno znacajno svojstvo: iskljucena je
potreba za izracunavanjem parcijalnih
izvoda. Uz to sistem ograniCenja ne

AXqp

otezava proceduru, jer se plan taCaka
pretrazivanja smesSta u dopustenu oblast, .
pogotovo ako su funkcije ograniCenja date /
u obliku nejednacina. Ako je, medutim, K {77TTHITITT7
neka iz sistema funkcija ogranicenja, ili ceo zé]“
sistem ograniCenja, data u obliku jednacCine

1
'SV S RN

N

Y 7 7 7 T T
metoda skeniranja sa promenljivim korakom




Dinamicko programiranje

Zadaci i objekti optimizacije, koji se reSavaju metodama linearnog i nelinearnog
programiranja, a koji su izlozeni u prethodnim taCkama, smatraju se jednoetapnim ili
statiCkim zadacima, jer ne zavise od vremena, pa se procedura odredivanja
optimuma, odnosno upravljanja objektom, na primer, nekim procesom, proteze na
jednu etapu.

Ako, medutim, objekat optimizacije, na primer neki proces, zavisi od vremena, {j.
ako se njegova optimizacija ili njegovo optimalno upravljanje izvodi u vise
sukcesivnih etapa, u viSe vremenskih perioda, Cime se postize optimizacija ili
optimalno upravljanje procesa u celini, tada je reC o viSeetapnim zadacima, odnosno
procesima, koji se resavaju metodama dinamickog programiranja.

Ali metodologija dinamickog programiranja sadrzi jednu manu: za razliku od mnogih
prethodnih metoda, u kojima su definisani i razvijeni relativno strogi i univerzalni
algoritmi reSavanja optimizacionih zadataka, u metodama dinamickog programiranja
nedostaje ova univerzalnost algoritma, pa se pojedine grupe optimizacionih
zadataka reSavaju na osnovu posebnih, za te grupe razvijenih algoritama. Inace,
slozeni problemi viSefaktornosti reSavaju se primenom racunara.

U tehnici i proizvodnoj tehnologiji postoje brojni objekti optimizacije koji se reSavaju
metodama dinamickog programiranja. Medu ove objekte, odnosno optimizacione
zadatke, spadaju sledecCi osnovni zadaci:

« Optimizacija proizvodnih tehnologija, odnosno optimizacija procesa obrade delova na obradnim sistemima
sa stanovista minimalnog vremena obrade i niz drugih,

« Optimalno planiranje proizvodnih programa,

« Optimalno projektovanje i optimizacija konstrukcija, mehanizama, jedinica i sistema proizvodne tehnike,
» Optimalna zamena i modernizacija obradnih i tehnoloskih sistema, sistema upravijanja i dr.,

» Analiza pouzdanosti elemenata i sistema proizvodne tehnike,

« Optimalna raspodela resursa,

» Optimalno koris¢enje obradnih i tehnoloSkih sistema i dr.



Dinamicko programiranje

Primer iz ove grupe zadataka: neka je za obradu jedne serije delova potrebno, u i-
tom mesecu, m; obradnih sistema. Ako se u slede¢em (i+1)-om mesecu menja obim
rada, za sto je potrebno m,,, obradnih sistema za obradu date serije delova,
potrebno je da se, pri zadatom obimu serije, odredi optimalni broj obradnih
sistema, koji Ce se koristiti u svakom mesecu, kako bi se postigli minimalni
trogkovi obrade date serije:

* Resavanje transportnih problema, kao sto su proizvodne linijje i uopSte u
transportu, na primer, odredivanje najkraceg puta na mreZzi i ar.,

» Optimalno upravljanje zalihama,
* ResSavanje zadataka mreznog planiranja i niz drugih.

Metodologija dinamiCkog programiranja odlikuje se rasclanjivanjem ili
dekompozicijom nekog slozenog optimizacionog zadatka, tj. zadatka koji sadrzi,
uz ostalo, vec€i broj promenljivih, a koji se inaCe resava ovim metodom, na niz
uzastopnlh etapa, pri cemu sada, u pojedinim etapama, figuruse relativno manji
broj varijabli. Time se olakSava reSavanje datog optimizacionog zadatka. To je prvi,
opsti korak algoritma ove metodologije.

Drugi korak se odnosi na primenu Belmanovog principa optimalnosti na
optimizaciju ovakvih viseetapnih procesa. Prema ovom principu optimalno resenje
se karakteriSe time da, bez obzira na to kakvo je neko dato resenje, naredno resenje
mora biti optimalno u odnosu na to dato reSenje. To vazi za sve etape procesa, a to
znaci da sva naredna reSenja moraju biti optimalna u odnosu na pocetno, bez obzira
na to kakvo je to pocCetno resenje.



Dinamicko programiranje
Metod dinamiCkog programiranja se koristi pri reSavanju optimizacionih zadataka

Sije su funkcije optimizacije separabilnog oblika.
Za separabilnu funkciju optimizacije i funkcije ograniCenja karakteristicno je da se

izrazavaju oblicima:
J F=F()+F(X)+F(X)+..+F(X,)

ng = ngl(xl) + ngZ(XZ) + ng3(X3) +..+F gin (X )< 0

To dopusta da se procedure optimizacije mnogih objekata tretiraju kao viSeetapni
procesi, pa, imajuci u vidu ovo, mnogi se optimizacioni modeli sa separabilnim
funkcijama optimizacije mogu svesti na modele sa jednim ograni¢enjem:

Fo=0:.0%) + 9,(X) + g3 (%) +...+ 9, (X,) :Zgj(xj)

Ggﬁ(su g;(X;)=c;X; - funkcije pojedinih dobiti koje mogu imati linearni ili nelinearni
oblik.

Sistemom funkcija koje su definisane metodom dinamiCkog programiranja definiSe se
algoritam odredivanja optimalnog resenja u datom optimizacionom zadatku.

Metodom dinamiCkog programiranja se vrlo uspesSno reSavaju zadaci optimizacije
diskretnih, viseetapnih procesa Ciji su kriterijumi optimalnosti izrazeni u obliku
aditivnih, odnodno separabilnih funkcija, sastavljenih od parcijalnih funkcija
optimizacije pojedinih etapa.
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